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1. Собственные векторы и собственные значения линейных операторов.
Пусть 
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 − линейный оператор, действующий в линейном конечномерном пространстве 
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Запись: 
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В некотором базисе этого пространства оператору 
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 соответствует матрица n-го порядка 
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Вектор 
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 называется собственным вектором оператора 
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, если существует число 
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Число 
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 называется собственным значением, соответствующим вектору 
[image: image10.wmf]x

. Из определения следует, что вектор 
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 коллинеарен своему образу 
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В матричной записи последнее равенство имеет вид: 
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- координатный столбик собственного вектора 
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Так как собственный вектор 
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, то матричное уравнение имеет хотя бы одно ненулевое решение. В этом случае матрица 
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 - вырожденная и, следовательно, её определитель равен нулю: 
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Определитель 
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 называется характеристическим многочленом матрицы 
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. Корни характеристического многочлена называются характеристическими числами матрицы 
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Правило нахождения собственных значений и собственных векторов оператора  
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1. Составить характеристический многочлен 
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 матрицы 
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 в некотором базисе и найти все его корни 
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. Они и будут собственными значениями оператора 
[image: image29.wmf]A

, и называются спектром оператора 
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2. Для каждого 
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 решить линейную систему 
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. Фундаментальная система решений данного уравнения образует множество линейно независимых собственных векторов, соответствующих собственному значению 
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Пример 1. Оператор 
[image: image35.wmf]22

:

ARR

®

 задан матрицей 
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. Найти его собственные значения и собственные векторы.
Решение.
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 - спектр оператора 
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Двум различным собственным значениям соответствует линейно независимая система из двух собственных векторов. Найдем координаты этих векторов в базисе 
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 оператора 
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, решая уравнения:
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Полагая 
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, найдем 
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Итак, собственный вектор, отвечающий собственному значению 
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Аналогично находим вектор 
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Ответ: 
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Пример 2. Оператор 
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 задан матрицей 
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. Найти его собственные значения и собственные векторы.

Решение.
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 − спектр оператора 
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Ранг 
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. Отсюда следует, что собственному значению 
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 (кратности 3) соответствует линейно независимая система из ( 
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) двух собственных векторов, координаты которых находятся из системы:  
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Общее решение системы имеет вид: 
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Фундаментальная система решений: 
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 - два линейно независимых собственных вектора, отвечающих собственному значению 
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Ответ: собственные векторы, отвечающие собственному значению 
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 оператора 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image78.wmf](
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 - произвольные вещественные числа.
2. Оператор простой структуры.
Пусть 
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Оператор 
[image: image82.wmf]A

 называется оператором простой структуры (ОПС), если существует 
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 линейно независимых собственных векторов этого оператора.
Пример 3. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  1) 
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Решение.

1). Составим характеристический многочлен матрицы и найдем его корни:
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Известно, что попарно различным собственным значениям соответствуют линейно независимые векторы оператора. Делаем вывод, что данный оператор является оператором простой структуры.

2). Составим характеристический многочлен матрицы и найдем его корни:
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Найдем ранг и дефект матрицы 
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 Найдем ранг и дефект матрицы 
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Итак, оператор имеет только два линейно независимых собственных вектора. Отсюда следует, что оператор не является оператором простой структуры.
3. Приведение матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и нахождение базиса, в котором она имеет этот вид.

1. Приведение матрицы к диагональному виду.
Для того чтобы матрицу привести к диагональному виду, необходимо и достаточно, чтобы в пространстве 
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 существовал базис из собственных векторов этого оператора. Следовательно, оператор 
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 должен быть оператором простой структуры.
Пример 4.  Привести матрицу 
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Решение. Составим характеристический многочлен и найдем его корни:
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Полагая 
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, решим систему 
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Следовательно, фундаментальная система состоит из двух векторов:   
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Полагая 
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фундаментальная система состоит из одного вектора 
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Линейно независимую систему из трех собственных векторов 
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 оператора 
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 можно принять за базис пространства 
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в этом базисе имеет диагональный вид: 
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. По главной диагонали матрицы 
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 расположены собственные значения оператора 
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. Оператор 
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 есть оператор простой структуры.
2. Если оператор 
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 не является оператором простой структуры, то матрицу оператора 
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 приводят к Жордановой нормальной форме.

Жорданова нормальная форма матрицы 
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 − это клеточно-диагональная матрица вида:  
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image131.wmf](
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Базис, в котором матрица оператора 
[image: image132.wmf]A

 имеет Жорданову нормальную форму, называется каноническим.
Из Жорданово нормальной формы матрицы следует, что канонический базис можно разбить на 
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 групп. Если 
[image: image134.wmf]12

,,,

i

n

eee

K

 векторы 
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- ой группы этого базиса (координатами их образов являются столбцы матрицы Жорданово нормальной формы, пересекающие клетку 
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т. е. в этой группе только один вектор 
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− собственный вектор с собственным значением 
[image: image141.wmf]i

l

, остальные базисные векторы этой группы не являются собственными. Они называются присоединенными, соответствующими значению 
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.  Следовательно, в Жорданово нормальной форме матрицы оператора 
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, имеющего кратные корни характеристического многочлена, столько клеток, сколько у оператора  линейно независимых векторов.
Пример 5.  

Привести матрицу 
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 к Жорданово нормальной форме.

Решение. Составим характеристический многочлен и найдем его корни.
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Выясним сколько клеток в Жорданово нормальной форме матрицы 
[image: image147.wmf]A
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Рассмотрим систему
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Следовательно, ФСР состоит из двух векторов, т. е. оператор 
[image: image151.wmf]A

 имеет два линейно независимых собственных вектора, а в Жорданово нормальной форме матрицы 2 клетки.
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 − Жорданово нормальная форма матрицы 
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Найдем канонический базис 
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 возьмем векторы фундаментальной системы решений матричного уравнения
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Ответ: в каноническом базисе 
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 матрица 
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 имеет Жорданову нормальную форму 
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4. Восстановление матрицы оператора A по спектру и базису из собственных векторов оператора A. 
Пример 6. Даны собственные значения 
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 и собственные векторы 
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 оператора 
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 в некотором базисе. Найти матрицу оператора 
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 в базисе, в котором заданы собственные векторы.
Решение. 

Пусть 
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 − матрица оператора 
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 в базисе, в котором заданы собственные векторы.
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 − матрица перехода от первого базиса к базису из собственных векторов
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Матрицу 
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Ответ: 
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Варианты заданий.
Вариант 1.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
[image: image192.wmf]170
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид:
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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)

21,0,1


векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
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Вариант 2.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
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Найти матрицу в этом базисе.                                                     
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Вариант 3.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
[image: image203.wmf](
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
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41,1,0



Вариант 4.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
[image: image206.wmf]200
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
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Вариант 5.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
[image: image213.wmf](
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
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Вариант 6.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
[image: image216.wmf]501
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
[image: image217.wmf]000123
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
[image: image218.wmf](
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                   
[image: image219.wmf](
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
[image: image220.wmf](
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Вариант 7.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
[image: image221.wmf]100
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
[image: image223.wmf](
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
[image: image224.wmf](
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
[image: image225.wmf](
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Вариант 8.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
[image: image226.wmf]401
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
[image: image227.wmf]000000
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
[image: image228.wmf](
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
[image: image229.wmf](
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
[image: image230.wmf](
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Вариант 9.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
[image: image231.wmf]420
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
[image: image232.wmf]000000
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
[image: image233.wmf](
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
[image: image234.wmf](
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
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Вариант 10.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
[image: image236.wmf]211
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
[image: image237.wmf]170
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
[image: image239.wmf](
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10,1,0

-


Найти матрицу в этом базисе.                                                       
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Вариант 11.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
[image: image241.wmf]502
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
[image: image243.wmf](
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
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)

11,1,0
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
[image: image245.wmf](
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42,0,1


Вариант 12.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
[image: image246.wmf]102

354163

,,010,.

31161232

021

-

æö

-

æöæöæö

ç÷

-

ç÷ç÷ç÷

ç÷

--

èøèøèø

ç÷

-

èø


2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
[image: image248.wmf](
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векторы линейного оператора в некотором базисе                    
[image: image249.wmf](
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
[image: image250.wmf](

)

40,1,1


Вариант 13.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
[image: image253.wmf](
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                   
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Найти матрицу в этом базисе.                                                     
[image: image255.wmf](
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Вариант 14.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
[image: image258.wmf](
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
[image: image259.wmf](
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
[image: image260.wmf](
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Вариант 15.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                      
[image: image264.wmf](

)
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Найти матрицу в этом базисе.                                                         
[image: image265.wmf](
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Вариант 16.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
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Найти матрицу в этом базисе.                                                     
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Вариант 17.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
[image: image332.wmf]401301100

29

046,060,,010.

18

004006202

---

æöæöæö

æö

ç÷ç÷ç÷

-

ç÷

ç÷ç÷ç÷

--

èø

ç÷ç÷ç÷

-

èøèøèø


4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
[image: image275.wmf](
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Вариант 18.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                   
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
[image: image280.wmf](
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Вариант 19.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
[image: image334.wmf]401400120
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
[image: image283.wmf](

)

23,1,0


векторы линейного оператора в некотором базисе.                   
[image: image284.wmf](
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
[image: image285.wmf](

)

40,1,1
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Вариант 20.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                      
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Найти матрицу в этом базисе.                                                         
[image: image290.wmf](

)

20,1,2


Вариант 21.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
[image: image336.wmf]500815220

21

650,050,,030.

76

008005241

-

æöæöæö

æö

ç÷ç÷ç÷

ç÷

ç÷ç÷ç÷

--

èø

ç÷ç÷ç÷

-

èøèøèø


4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                     
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Найти матрицу в этом базисе.                                                         
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Вариант 22.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
[image: image296.wmf]200
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
[image: image337.wmf]400200040
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                   
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Найти матрицу в этом базисе.                                                     
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Вариант 23.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                 
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
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Вариант 24.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
[image: image306.wmf]100

138152

,,213,.

5425228

401

æö

--

æöæöæö

ç÷

ç÷ç÷ç÷

ç÷

-----

èøèøèø

ç÷

èø


2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                   
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Найти матрицу в этом базисе.                                                       
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Вариант 25.
1. Найти собственные значения и собственные векторы линейных операторов, заданных матрицами в некотором базисе:    
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2. Определить операторы простой структуры среди линейных операторов, заданных в некотором базисе:  
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3. Привести матрицы линейных операторов к каноническому виду (к диагональному виду или к Жордановой нормальной форме) и найти тот базис, в котором они имеют этот вид: 
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4.  Даны   собственные  значения  и  собственные                     
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векторы линейного оператора в некотором базисе.                      
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Найти матрицу в этом базисе.                                                         
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